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Uvod

Koristenjem integralnog racuna ra¢unat ¢emo

® povrsine ravninskih likova i

® volumen tijela nastalog rotacijom.
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Povrs$ina

Racunanje povrsine podskupa ravnine zadanog uvjetima

a<x<b, gx)<y<fF(x)
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f i g pozitivne funkcije
Ako su f i g pozitivne funkcije, imamo

4/16



f i g pozitivne funkcije
Ako su f i g pozitivne funkcije, imamo

b b
Plz/ f(x)dx, P> / g(x)dx,
pa je

P=Pi-Pa= [ " () - / " g0 = / (70— )
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f pozitivna, g negativna
Ako je f pozitivna, a g negativna funkcija, imamo

b b
P1 :/ f(x)dx, P> = —/ g(x)dx,
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f pozitivna, g negativna
Ako je f pozitivna, a g negativna funkcija, imamo
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Formula za povrsinu

Formulu
b
P = / (F(x) — g(x))dx

moZemo korisiti i u opéem sluéaju.
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Primjer 1
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama

7/16



Primjer 1
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama
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Primjer 1
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama

Dobijemo
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Primjer 2
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama
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Primjer 2
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama
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Primjer 2

Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama
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Druga formula za povrsinu
Racunanje povrsine podskupa ravnine zadanog uvjetima

c<y<d, gly)<x<f(y)
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Druga formula za povrsinu
Racunanje povrsine podskupa ravnine zadanog uvjetima

c<y<d, gly)<x<f(y)
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Primjer 2 (drugi nacin)
Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama

y2=x+1 i y=x-1.
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Primjer 2 (drugi nacin)

Izralunajte povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama

y2=x+1 i y=x-1.

x=y?-1, x=y+1
fly)=y*~1, gly)=y+1

Integriranjem po y dobijemo

2
P=[ +1-02 D)y ...

-1

N| ©
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Volumen rotacijskog tijela

Rotacijom ravninskog lika oko neke osi rotacije dobije se rotacijsko
tijelo.

Npr. rotacijom pravokutnika oko x-osi dobijemo valjak.

:
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Formula za volumen rotacijskog tijela
Dio rotacijskog tijela od x do x + Ax je pseudovaljak, tj. priblizno
je valjak polumjera f(x) i visine Ax.

f
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Formula za volumen rotacijskog tijela
Dio rotacijskog tijela od x do x + Ax je pseudovaljak, tj. priblizno
je valjak polumjera f(x) i visine Ax.

s jsx

Vrijedi
AV = FA(x)TLx.
Stoga je
dV = f2(x)mdx = V' =Ff3(x)m.
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Formula za volumen rotacijskog tijela
Dio rotacijskog tijela od x do x + Ax je pseudovaljak, tj. priblizno
je valjak polumjera f(x) i visine Ax.

s jsx

Vrijedi
AV = FA(x)TLx.
Stoga je
dV = f2(x)mdx = V' =Ff3(x)m.

Onda za V dobijemo
b
V= 7r/ £2(x)dx.
a
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Primjer 4 (kugla)
PrikaZite kuglu kao rotacijsko tijelo i izracunajte njen volumen
koristenjem formule za volumen rotacijskog tijela.
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Primjer 4 (kugla)
PrikaZite kuglu kao rotacijsko tijelo i izracunajte njen volumen
koristenjem formule za volumen rotacijskog tijela.

XPAyi=r =y=vVr2-x2 =f(x)=vVrr-x2
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Primjer 5 (stoZac)
PrikaZite stoZac kao rotacijsko tijelo i izracunajte mu volumen
koristenjem formule za volumen rotacijskog tijela.
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Primjer 5 (stoZac)
PrikaZite stoZac kao rotacijsko tijelo i izracunajte mu volumen
koristenjem formule za volumen rotacijskog tijela.

pravac kroz totke (0,0) i (h,r): y = ;x

h r r2 h
V= 7r/0 (—x)?dx = T x2dx
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Cetiri formule za volumen rotacijskog tijela
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Zadatci

1. lzraunajte povrSinu podruéja omedenog grafom funkcije
f(x) = x3 i pravcima x =2 i y = 27.

2. lzralunajte volumen tijela nastalog rotacijom oko x-osi dijela
ravnine omedenog krivuljom y = y/x — 2 i pravcima x = 2 i

x = 5.

3. lzradunajte volumen valjka nastalog rotacijom oko y-osi
pravokutnika s vrhovima (0,0), (0,5), (2,5) i (2,0).
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